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TD — ALGEBRE LINEAIRE

Commandes utiles

with(linalg) ; # pour charger le package d'algelméaire.

X:=vector(py, ... ,a,); # créé um-uplet considéré comme vecteur colonne

X[i] ; #i-ieme composante du vectexr

concat(\{, ... , \); # crée la matrice dont les colonnes sont leseves V4, ... , V,

evalm@* X + b+ Y); # combinaison linéaire des vecteMrstY, a etb étant des réelgvalmest I'évaluation des
matrices et des vecteurs.

convert{iste , vector) ; # convertit une liste en vecteur.

basis([M, ... , Vi]); # extrait une base de Vect(\.. , \},)

transposefatrice ; # échange lignes et colonnes de la matrice

LUdecompfnatricg L ='¢' , P = 'p'); evalm{);evalm); # donne la décompositionatrice= PLU avecL

vV V. V V V

vV V V V

triangulaire supérieure &k triangulaire inférieure (shatriceest carrée sinod posseéde un bloc triangulaire en haut

a gauche) & la matrice de permutation des lignes exécutéastéeement lors de la méthode du pivot.

dotprodi,Y) ; # produit scalaire de deux vecteurs; le résakaun réel.
crossprodX,Y) ; # produit vectoriel de deux vecteursiRig; le résultat est un vecteur BE.

subséncien=nouveau, expressioh; remplace chaque occurrenceagkeienparnouveaudansexpression
collectpolynéme, t) ; # écrit un polyndme dans la base canonique t4,... ).

expandéxpressioh; # pour développer une expression. S'appliggsi@auune combinaison linéaire de listes.
coeffspolynéme t) ; # retourne la suite des coefficients du polyadpas forcément dans l'ordre !)
coeff(olyndmet , k) ; # retourne le coefficient dédanspolynémek = 0.

degregfolyndmet) ; # retourne le degré dr{t).

V V. V V V V

Exercice 1

On consideré: R® — R?, (X1, X, X3) > (@% — 4% + 2X3 , = 5X; + @% — Xg).

Définir I'applicationf sous Maple, la variable étant un vecteur a 3 ceapes (utiliser $:= X —> vector(p*X[1] ...]); )
Déterminer Ker €) et Imf en fonction de (résoudre un systéme a l'aide de la commanbie: par exemple pour le
noyau, cela donne

> solve({sea{ (X)[i] = 0 ,j = 1..2)} , {X[1], X[2], X[3]});

Exercice 2

On considerg : IR — R?, (X3, Xo, Xa) > (g — 4% + 2z, — BXq + Xo — X3 , — 3% + 2Xg).

Déterminer Kerd + bid); pour quelles valeurs dg g + bid est-il un automorphisme ? (on pourra résoudsyseme
9(X1, X2, X3) = (Y1, Y2, Ya)-

Définir I'applicationg; = g° + u ¢ + vg +wid ; u, v, w étant des réels (NBg> =g g o g).

Déterminer des réels v, w tels queg; soit 'endomorphisme nul (résoudyge) = 0 pour chaque vectearde la base
canonique d&? et conclure).

Exercice 3

On considérd : IR — R*, (X, Xo, Xa) > (2% — 4% + X3, = BXy + Xo — X3, 2o — X3, X1 + Xo — X3 ).
Noyau deh ? rgh ?

Résoudre lI'équationX2— 4x, + 2X3 , — 5X1 + X2 = X3, 2% — 3X3) = (Y1, Y2, Ya).

En déduire une équation de lhm
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Exercice 4

On consideéré : Ry[X] — R[X], P (t2 = 1)P"(t) + (- 3t + 2)P'(t) + 4P(t — 1) - P(1).

Déterminer KeF (P etF(P) seront des expressions polynomiales en la vartadilon utilisera la commande dFff)
... ; P(t— 1) désigne la composée des polyndimes etP)

On considers : R3[X] — RX], P t?P"(t) + 2(t + 2)P'(t) — 2(4t — 1)P(t + 1) +P(t).

DétermineiG(P) ou P est dandR3[X] (on pourra écrir@;= sum@[k] * t"k, k = 0..3))

Prouver qués est injective et en déduire que ¢nest un hyperplan dé,[X].

Déterminer une équation de cet hyperplan.

Exercice 5

On considére les six 5-uplets suivants :

X1 :=[30, 85,-50, 9,-75], X2 :=[0, 28,-11, 38, 32], X3 := [54, 1%#13,-67,-125] , X4 :=[24,-12, 15, 0, 14],
X5 :=[-25, 55, 13, 1158], X6 := [-13, 63, 15, 30, 15].

En extraire une base a l'aide de la commande tasifaple et en déduire q&e= Vect(X1, ... ,X6) est un hyperplan
delR®.

Déterminer alors un49 équation Hedans la base canoniquel@& Deux méthodes :

1) soit résoudrél Vi =y, ....¥s) ouVy, ... ,V, estla base extraite; ne garder que 4 équatiors guis

i=1
remplacer dans I'équation laissée de cOté; lgar leur expression en fonction des. )
5

2) soit chercher I'équation de I'hyperplan sodsiae Z oxy; =0 enremarquant que les vecteurs de la base
i=1
doivent satisfaire I'équation. Commande éventualgratile : transposefatrice qui inverse les lignes et les
colonnes d'une matrice ...

Exercice 6

Les quadruplets(1), P(2), P(3), P(4)), (P(2), P(3), P(4), P(5)), (P(3). P(4), P(5), P(6)) et P(4), P(5), P(6), P(7))
forment-ils une famille libre d&* ouP est une fonction polynomiale de degré 1,2,3 regpn pourra fabriquer les
applications qui a une listey[ ... ,x4] associent respectivemenmt fr 1,x, + 1 , X3+ 1 x4 + 1] et P(X) , .. ,P(X3)] ... ).
Vérifier que les résultats trouvés se généralisanmemplacant (1,2,3,4) par un quadruplet de déslscts deux a
deux.

Exercice 7
Construire les matrices suivantes et calculerang.

1) (G +)Yi<a j<5 3 (i_li_j Ji<i j<n 5 (POcd(j))i<i,j<n ; calculer linverse dans les deux derniers cas.
j—i sij>i

2) matrice triangulaire supérieube= (&, )1<i, j<n aveca j = {0 sizj Calculer aussi Kea, A"~ ! et A"

ab o0 ... ...
cabeo
3) matrice "tribande" | A O My(R) ainsi que son inverse lorsqgaeb=c=1 etn = 6.
0 - .. c a
0 -+ v e c

Lorsquea=b =c = 1, pour quelles valeurs de< 30, la matrice est-elle inversible ?

4) (( -))(i —j-1))dM;5R); calcul du rang et décompositi®hU a l'aide de LUdecomp.
(( =) +])) O Mg AR);calcul du rang et décompositi®iLU a l'aide de LUdecomp.
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Exercice 8
1) Construire la fonctioA(n, ) = (f (i —j))1<i, j<n OUf est une fonction donnée. Que peut-on dird@ef ) selon la
parité def ?
2) Calculer le rang d&(n, f ) lorsquef (t) = at’ + bt + ¢ (discuter en fonction de).
3) Pourf (t) =t(t — 1), obtenir la décompositidPLU a l'aide de LUdecomp.

Exercice 9
Calculer le rang de la matrice suivante a l'ailéadcommande rank et LUdecomp (attention la cond@aank fait un
calcul générique ce qui parfois laisse de cotéventuels cas particuliers lorsqu'il y a un paraget

28m+2 28n+1 8n+10 14+ 8 28m+ 13
1I0m-1 -m+23 -2m+17 26-18m m+25

E= 4-8m 9-6m 24-24m 34-32m 29-10m
6m+1 2Im+3 6nm+15 22+6n 29+ 1In
Exercice 10

On considére la courbe de 'espat@ =at? +bt+c,y(t) =at? +b't +c’, At) =a"t? +b"t + " .
Prouver que la courbe est plane.

Exercice 11
2 1

SoientU = i etVvs= _23 . On posei(X) = U 'VX, X 0 My(R). Construire la matricA deu relativement a la base
a 1

canonique d&R*. Déterminer KeA.

Déterminera pour queA® = 0.
SoientX; = (1,0:-1,0), X, = (2,1,172), X3 = (-1,1,2;-1), X4 = (0,-2,1,1). On notes = (X1, Xz, X3, X4). Montrer que3 est

une base diR*. Construire la matrice de passage de la base icarola basés puis calculer matu).

Exercice 12

Etant donné une matriged M, ,(K), calculer z a; j , soit a l'aide de deux boucles for forj ..., soit & l'aide d'un
l<isn
1<j<p

produit matriciel convenable. Les commandes roweliroldim calculent le nombre de lignes et de aoésn
respectivement d'une matrice.

Exercice 13

. X =Y ab cd
SoitA = (Y X) avecX = (—b a) ety = (d —c)'
ConstruireX, Y puisA (on pourra utiliser blockmatrix(2,2,-Y,Y,X) ).

Montrer queA ‘A est de la formsl, en précisant le scalaiseCalculerA” — 2aA + sl . Calcule% (A +'A).

Exercice 14

. . . 01
Déterminer les racines carrées @91 2) dans M(C).

Exercice 15
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1230
SoitA, = _01 _01 2 _g
01-10

Déterminer un polyndma,X* + agxX® + a,X? + a,X + ap dansR[X] tel queasA* + azA.® + aA + ayA; + agl, = 0 dans
M4(IR) (un tel polyn6me est appelé polyndme annulateuk;Ji Comparer avec charpoBy t).

0 0 0by

i . - |100np
Méme question pour la matrice "compagnoA; = | 5 4 by

00 1b;

Exercice 16
Prouver a l'aide de Maple que les déterminanteaats sont nuls

7+ 43 2+\/§‘ ‘7+4\/§ 3\/3+4
-4-33 1-2/3| ' | -4-3/3 -13+4/3

Exercice 17
Etant donné une matri& O M3 »(R) etB, [0 M, iR), prouver que de;B,) = 0, d'abord & l'aide d'un calcul “béte" &
l'aide de Maple, ensuite en réfléchissant ...

Exercice 18

achbh
SoitA = ( b a C] . LorsqueA est inversible, prouver qlAe'l est de la méme forme gée
c b a

Exercice 19

Fabriquer la matrice de H”berrﬁ)OSian puis calculer son déterminant pour différenteswia den.

n

Vérifier pour ces valeurs deque ce déterminant est égaIE{ O] 0,
k=1 (2k + 1)(X)!

1 4

Exercice 20

0 a c
On considére la matrice antisymétriq\je:( -a 0 b j
-c -b 0

Prouver a l'aide de Maple que la matices (A — I5)(A + I5) ~* est orthogonale puis calculer diet

Exercice 21
b

On considére le produit scalairé|@) =J f (t) g(t) w(t) dt surR,[X] ouw est une fonction continue strictement
a

positive sur §,4. Ecrire une procédure qui prend en paramétres b, wet qui retourne la matrice du produit scalaire

dans la base canonique (X, ... ,X") delR,[X].

Exercice 22 (Calcul du produit scalaire)
On pourra prendre po&l'une des matrices suivantes

302
&:(020) 82:

1 12 13
S =| 12 13 14
2 02

1/3 1/4 1/5

O OO
oo h~MO
OoOrr oo
[ NeoNeoNe]
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Ecrire une procédure ps prenant en paramétresvdeteurs ety (cf exemples §1.2) et la matri€alu produit scalaire
étudié et qui retourne le produit scalaixfy)(

Exercice 23 (Gram-Schmidt)
Ecrire une procédure qui prend en paramétre
{ la matriceSd'un produit scalaire dans une b&salonnée

une matriceP dont les colonnes (au moins deux) sont les coarglemdans; d'une famille libres,
et qui retourne la matrice dont les vecteurs ausrsont les coordonnées d&hsle la famille orthonormalB;

obtenue a partir dB, par le procédé de Gram-Schmidt.

NB : Vous pouvez utiliser la commande >delmag(_prog; pour faire tourner la procédure pas a pas aitodaliser
les erreurs ...

Utiliser cette procédure pour écrire une nouvettecédure qui prend en paramétre une maicemme
précédemment et un vecteXiet qui retourne le projeté orthogonalXisur le sev engendré par les vecteurs colonnes
deP.



